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Resumen
Un espacio topolo´gico X se dice autosemejante (topolo´gicamente) si todo
abierto no vac´ıo contiene un subespacio homeomorfo a X. Se presentan
ejemplos (entre ellos βN−N), propiedades e interrelacio´n con conceptos
afines como autosemejanza simbo´lica y atractor de un sistema iterado de
funciones.
Palabras claves. Autosimilitud, espacios autohomeomorfos, cocientes
del espacio de Cantor, fractales.
1 Introduccio´n
Aunque ejemplos de conjuntos autosemejantes (o autosimilares) son conoci-
dos desde hace mucho tiempo, al parecer es so´lo recientemente que se hacen
intentos para establecer una base teo´rica, formal y sistema´tica acerca de ellos.
Un objetivo de este trabajo es contribuir con el establecimiento de dicha base.
La nocio´n intuitiva de autosemejanza (o autosimilitud) es muy sencilla y na-
tural; muy seguramente todos la hemos percibido en algu´n momento y de
alguna manera en muy diversos contextos: por ejemplo al observar difer-
entes objetos de la naturaleza como los a´rboles, algunas clases de helechos,
una cabeza de coliflor, las nubes, las olas del mar, entre muchos otros. Se
encuentra tambie´n, claro esta´, en el contexto de las matema´ticas: algunas
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fracciones continuas, conjuntos cuyos elementos son conjuntos, filtros cuyos
elementos son filtros, la categor´ıa de las categor´ıas, la estructura de Top(X) y
numerosos conjuntos, hoy ejemplos cla´sicos de conjuntos autosimilares como
el conjunto de Cantor, el tria´ngulo de Sierpinski y la curva de Koch. En todos
estos entes se percibe de alguna forma y en mayor o menor grado la siguiente
caracter´ıstica: el todo esta´ formado por varias copias de s´ı mismo, solo que
reducidas y colocadas en diferente posicio´n; o, dicho de otra manera: el todo
es igual a sus partes salvo un factor de escala.
La mencio´n expl´ıcita quiza´ ma´s remota en la historia sobre el feno´meno de
autosemejanza, se remonta al siglo V a. de J.C. al examinar las ideas del
filo´sofo jonio Anaxa´goras de Clazomene (¿500?–428 a. de J.C.). Segu´n
Anaxa´goras, el universo fue un caos de innumerables semillas (spermata), al
cual la mente (nus), mediante un movimiento de rotacio´n (perichoresis), dio
orden y forma. Estas “semillas” no son elementos pues cada una es tan com-
pleja como el todo. La alusio´n a la autosemejanza es clara: segu´n Anaxa´goras,
todo el universo y sus partes, por pequen˜as que sean, son ho-
moge´neos; sus diferencias son solo diferencia de taman˜o, no de
composicio´n.
As´ı, cada semilla o sperma,
no es ma´s simple que el resto, ni esencialmente distinta en su
composicio´n ([16], p. 297)).
B. Mandelbrot [15] describio´ (de una manera muy informal) la nocio´n de
autosemejanza, a la que e´l denomina “escalante”, de la siguiente manera:
Dı´cese de una figura geome´trica o de un objeto natural cuyas partes
tienen la misma forma o estructura que el todo, salvo que esta´n a
diferente escala y pueden estar ligeramente deformadas.
J. E. Hutchinson [9] presento´ una teor´ıa muy formal y bien fundamentada
de los que e´l llamo´ conjuntos estrictamente autosimilares. Demostro´ que dado
S = {S1, . . . , SN}, un conjunto finito de contracciones sobre un espacio me´trico
completo (esto es lo que ma´s adelante Barnsley [3] denomino´ un Sistema Iter-
ado de Funciones, SIF), entonces existe un u´nico conjunto compacto no vac´ıo
K, invariante con respecto a S, es decir tal que K =
⋃N
i=1 Si(K), (por ejem-
plo el conjunto de Cantor es el u´nico compacto no vac´ıo, invariante bajo las
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contracciones S1(x) = 13x, S2(x) =
1
3x +
2
3 de la recta real) y discutio´ las
propiedades de dicho conjunto invariante principalmente en relacio´n con su
medida, para luego proponer la siguiente definicio´n:
Un conjunto K se dice autosimilar con respecto a S (como antes
S es un conjunto finito de contracciones sobre un espacio me´trico
completo (X, d)) si cumple las siguientes dos condiciones:
(i) K es invariante con respecto a S;
(ii) Hk(K) > 0, Hk(Ki ∩Kj) = 0, para i 6= j, donde Hk(K) es la medida
de Hausdorff de K en dimensio´n k, k = dimK, Ki = Si(K) ∀i.
Sugirio´ tambie´n una nocio´n de autosimilitud que podr´ıa ser ma´s u´til, usando
la llamada “condicio´n del conjunto abierto”, e hizo un estudio muy formal y
riguroso de los conjuntos autosimilares principalmente desde el punto de vista
de la teor´ıa de la medida, y para el caso particular en que S es un conjunto
de similitudes (es decir, composiciones de isometr´ıas y homotecias) y (X, d) es
Rn con la me´trica euclidiana.
K. J. Falconer [6] estudio´ diversos conjuntos fractales como ejemplos de
conjuntos autosimilares, adoptando la definicio´n dada por Hutchinson y tra-
bajando aproximadamente desde el mismo punto de vista de este u´ltimo.
M. Hata [8] investigo´ propiedades topolo´gicas del u´nico conjunto compactoK
tal queK =
∑
λ∈Λ fλ(K), donde cada fλ es una contraccio´n de´bil de un espacio
me´trico completo y Λ es finito o´ Λ = N, proponiendo as´ı una nueva definicio´n
de conjunto autosimilar y generalizando algunos resultados de Hutchinson.
M. Barnsley y S. Demko [4] formalizaron una aproximacio´n a los fractales
autosimilares, y ma´s adelante el mismo Barnsley amplio´ esta aproximacio´n
en [3] e hizo un estudio formal de la obtencio´n, mediante SIF’s, de conjun-
tos autosimilares , a los que e´l llamo´ atractores de SIF’s. Barnsley omitio´ la
condicio´n (ii) de la definicio´n dada por Hutchinson, con lo cual obviamente
generalizo´ el concepto. C. Bandt yK. Keller [2] presentaron una descripcio´n
de la topolog´ıa de ciertos conjuntos autosimilares y consideraron propiedades
de ramificacio´n y conexidad. F. Takeo [17] estudio´ la estructura de conjuntos
autosimilares que son invariantes con respecto a dos contracciones sobre RN .
G. B. Lewellen [14] definio´ un conjunto autosimilar como un conjunto com-
pacto que es la unio´n de sus ima´genes bajo los miembros de una coleccio´n de
contracciones, indizadas por un conjunto compacto Λ, extendiendo el trabajo
de Hutchinson, Barnsley y Hata en cuanto la coleccio´n de contracciones que
actu´an puede ser o no contable. A. Kameyama [11] estudio´ propiedades
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topolo´gicas de los conjuntos autosimilares, trabajando con la definicio´n de
Barnsley. Introdujo objetos ma´s generales a los que llamo´ espacios autosimi-
lares simbo´licos, que son cierto tipo de espacios cociente del espacio de Cantor,
y dio´ condiciones para la metrizabilidad, conexidad y conexidad local de estos
espacios. El mismo Kameyama presenta en [12], presenta otra definicio´n de
conjunto autosimilar, por medio de sistemas dina´micos simbo´licos, obteniendo
otra generalizacio´n de la definicio´n formulada por Hutchinson.
Las definiciones anteriores de la nocio´n de autosemejanza esta´n restringidas
al contexto de los espacios me´tricos. W. J. Charatonik y A. Dilks [5]
investigaron espacios topolo´gicos en los cuales se puede encontrar, en todo
abierto no vac´ıo, una imagen homeomo´rfica del espacio total. Plantearon
entonces la siguiente definicio´n (y algunas modificaciones de ella), con la cual
se pretende estudiar el concepto en el contexto ma´s amplio de los espacios
topolo´gicos; tal definicio´n es la que adoptaremos en este trabajo.
Definicio´n 1.1. Un espacio topolo´gico X se dira´ autosemejante (topolo´-
gicamente), si todo abierto no vac´ıo de X contiene un subespacio homeo-
morfo a X.
La propiedad de ser autosemejante es necesaria para que un espacio sea au-
tosimilar estricto (ver seccio´n 2 de [5]); por lo tanto, la familia de espacios
topolo´gicamente autosemejantes incluye muchos de los llamados “fractales”.
Adema´s, esta familia contiene propiamente la familia de espacios invariantes
(ver definicio´n 3.1 y Figura 1).
En la siguiente seccio´n se presentan ejemplos (entre ellos βN−N) y propiedades.
En la seccio´n 3 se analizan interrelaciones con algunos conceptos afines como
espacios autosimilares simbo´licos y atractor de un sistema iterado de funciones.
Se demuestra (Corolario 3.2) que, bajo cierta condicio´n, el atractor de un SIF
es autosemejante. Aunque este resultado aparece ma´s general en [5] (Teorema
3.4), la demostracio´n que nosotros presentamos es diferente y adema´s la pode-
mos generalizar fa´cilmente para otro tipo de cocientes (Proposiciones 3.5 y
3.6). Se presentan formas de construccio´n, algunas de las cuales corresponden
a espacios de filtros y ultrafiltros. En la parte II de este trabajo se presen-
tara´n otras construcciones en espacios de funciones, se demostrara´ que XY es
autosemejante para cualquier espacio X y cualquier Y conjunto infinito; como
consecuencia inmediata el espacio de Cantor es autosemejante. Tambie´n se
estudiara´ la autosemejanza de XY con otras topolog´ıas que corresponden a
generalizaciones de la topolog´ıa producto. Finalmente, en la u´ltima seccio´n
de la Parte II se presentan y analizan algunas generalizaciones de la nocio´n de
autosemejanza y se plantean algunas preguntas y tareas pendientes.
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La mayor parte de los resultados que se presentan en este trabajo fueron
expuestos en diferentes sesiones del Seminario Sabatino de Topolog´ıa,
realizado en la Universidad Nacional de Colombia, durante el segundo semestre
de 1996 y constituyen un avance del trabajo de tesis que realizo´ la autora, bajo
la direccio´n del Doctor Carlos J. Ruiz S.
2 Ejemplos y propiedades
En lo que sigue se entendera´ que autosemejanza significa autosemejanza topo-
lo´gica, tal como se definio´ en la seccio´n anterior. Estamos interesados, entre
otras cosas, en estudiar co´mo se propaga la propiedad de autosemejanza a
trave´s de las operaciones que son propias de los constructos, por ejemplo su
conducta con respecto al orden en Top(X) con respecto a los procedimientos
de imagen inversa e imagen directa, y ma´s particularmente con respecto a
subespacios (imagen inversa bajo inyeccio´n) y cocientes (imagen directa bajo
sobreyeccio´n). Por ejemplo, es claro que el espacio trivial (X, {∅, X}) (el
mı´nimo en (Top(X),⊆)) es autosemejante, pero el espacio discreto (X,PX),
(el ma´ximo en (Top(X),⊆)) no es autosemejante (X es un conjunto con ma´s
de un punto). De la misma forma, un espacio finito no trivial con ma´s de un
punto no es autosemejante. Adema´s, un espacio no trivial con exactamente un
nu´mero finito de abiertos, no es autosemejante. Por otra parte, la propiedad
de autosemejanza no se preserva por topolog´ıas ma´s finas ni menos finas: R
es autosemejante con la topolog´ıa usual pero no lo es con la topolog´ıa cuya
base es la topolog´ıa usual agregando el singleto´n {0}, ni lo es con la topolog´ıa
τ = {∅, R, (0, 1) }.
Otros ejemplos son los siguientes:
Ejemplo 2.1. R, R2 y en general Rn son autosemejantes. Cualquier intervalo
de R tambie´n es autosemejante.
Ejemplo 2.2. En R2 un disco D = {(x, y) | x2 + y2 ≤ 1} es autosemejante,
pero por ejemplo el c´ırculo S1 no lo es.
Ejemplo 2.3. Un conjunto infinito con la topolog´ıa de complementos fini-
tos, es autosemejante. En este caso se tiene una especie de “autosemejanza
fuerte”, en el sentido de que cualquier abierto no vac´ıo resulta ser e´l mismo
homeomorfo a todo el espacio, y no so´lo eso, sino que adema´s cualquier bi-
yeccio´n entre el abierto y el espacio total sirve como homeomorfismo. Ana´-
logamente ocurre con un conjunto no enumerable dotado de la topolog´ıa de
complementos enumerables, y en general con un conjunto infinito de cardinal
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α, tomando como abiertos los subconjuntos cuyo complemento tiene cardinal
estrictamente menor que α, adema´s del conjunto vac´ıo.
Ejemplo 2.4. N con la topolog´ıa de las colas a la derecha, es autosemejante.
En este caso tambie´n ocurre que cualquier abierto no vac´ıo es e´l mismo homeo-
morfo a N, aunque a diferencia del ejemplo anterior, no lo es bajo cualquier
biyeccio´n.
En la siguiente proposicio´n se enumeran algunas propiedades de la autoseme-
janza topolo´gica.
Proposicio´n 2.1.
(i) Si todo punto x ∈ X admite un sistema fundamental de vecindades, cada
una de ellas homeomorfa a X, entonces X es autosemejante.
(ii) Si X es autosemejante, |O| = |X| para todo O abierto no vac´ıo de X.
(iii) Un espacio autosemejante con ma´s de un punto es perfecto.
(iv) La autosemejanza es una propiedad topolo´gica.
(v) La autosemejanza se hereda por semiabiertos1, es decir un subespacio
semiabierto de un espacio autosemejante, es autosemejante.
(vi) Si {Xα}α es una familia de espacios autosemejantes, entonces el espacio
producto
∏
αXα es autosemejante.
(vii) En general, la autosemejanza no se preserva por subespacios, sumas, ni
cocientes.
Demostracio´n. (i), (ii), (iii), (iv) y (vi) son inmediatas.
(v) Sean X autosemejante, O un abierto de X y H tal que O ⊆ H ⊆ O. Se
probara´ que H es autosemejante. Si O = ∅ entonces tambie´n H = ∅, que es
autosemejante. Si O no es vac´ıo, sea A∩H un abierto no vac´ıo del subespacio
H (es decir, se esta´ tomando A un abierto de X). Sea x ∈ A ∩H. Entonces
A es una vecindad de x y x ∈ O, luego O ∩ A es un abierto no vac´ıo de X.
Sea entonces X ′ homeomorfo a X y X ′ ⊆ O ∩ A. Sea H ′ ⊆ X ′ tal que H ′ es
homeomorfo a H. Como X ′ ⊆ O ∩A y O ∩A ⊆ A∩H, entonces H ′ ⊆ A∩H,
lo que prueba que H es autosemejante.
1Un subconjunto H de un espacio topolo´gico X se dice semiabierto si existe O abierto
en X tal que O ⊆ H ⊆ O (vea´se [13]).
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(vii) Basta considerar por ejemplo S1 como subespacio de R2, S1 como co-
ciente del intervalo [0, 1], y la suma de un intervalo con un disco, respectiva-
mente.
Observacio´n 2.1. Vale la pena anotar que lo rec´ıproco de (i) no se cumple.
Por ejemplo, el tria´ngulo de Sierpinski (ve´ase ejemplo 3.2) S es autosemejante
en virtud del Corolario 3.2, pero para el punto donde se intersecan w1(S) y
w2(S) no existe un sistema fundamental de vecindades homeomorfas a S. Por
otra parte, es claro que lo rec´ıproco de (ii) tampoco se tiene, como se deduce
al considerar por ejemplo el c´ırculo S1. Con respecto a (v) cabe decir que si
un subespacio H de un espacio autosemejante X es tambie´n autosemejante,
no necesariamente H es un semiabierto, como ocurre tomando por ejemplo
X = R y H = Q; y finalmente, con respecto a la afirmacio´n (vi) tambie´n
podemos decir que lo rec´ıproco no se cumple, como se deduce de la proposicio´n
3.1
Ejemplo 2.5 (Autosemejanza y el compactado βN). Una forma de cons-
truir el compactado de Stone–C˘ech del espacio discreto N de los nu´meros na-
turales consiste en tomar
βN = { U | U es ultrafiltro sobre N }
con la topolog´ıa que tiene como base la familia
B = { FA | A ⊆ N },
donde FA = { U ∈ βN | A ∈ U } para cada A ⊆ N. As´ı, es fa´cil ver que
βN− N es autosemejante (ver [18]); tenemos que
β′ =: βN− N = { U ∈ βN | U es ultrafiltro no principal }.
Sea
F′A = FA ∩ β′ = { U | U es ultrafiltro no principal y A ∈ U }
abierto ba´sico de β′. Entonces β′ y F′A son homeomorfos.
Observacio´n 2.2.
1. En general, X autosemejante no implica βX autosemejante. Por ejem-
plo, R es autosemejante, pero el intervalo (0, 1) claramente no contiene
una copia de βR. Sin embargo, del ejemplo anterior surge una pregunta
natural: ¿es en general βX − X autosemejante? (esta pregunta queda
planteada en la u´ltima seccio´n de la Parte II de este trabajo).
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2. El ejemplo 2.5 se puede generalizar como sigue: si X es espacio discreto,
su compactado de Stone–C˘ech esta´ dado por
βX = { U | U es ultrafiltro sobre X }
con la topolog´ıa que tiene como base la familia
B = { FA | A ⊆ X },
donde FA = { U ∈ βX | A ∈ U }. Entonces el subespacio
β′ = { U ∈ βX | |A| = |X|, ∀A ∈ U }
es autosemejante.
3. Aunque βN no es autosemejante, s´ı satisface por ejemplo la siguiente
propiedad: “todo subconjunto abierto no contable contiene una copia de
βN” (ve´ase [18]). Esto induce a pensar en una nueva nocio´n, ma´s ge-
neral:
C–autosemejanza: sean X un espacio topolo´gico y C ⊆ PX. X se
dira´ C–autosemejante si todo C ∈ C contiene un subespacio home-
omorfo a X.
O au´n ma´s generalmente:
C–Y –semejanza: sean Y un espacio topolo´gico (fijo), X un espacio
topolo´gico y C ⊆ PX. X se dira´ C–Y –semejante si todo C ∈ C con-
tiene un subespacio homeomorfo a Y . De esta manera la autose-
mejanza corresponder´ıa a la τ∗–autosemejanza= τ∗–X–semejanza,
donde τ∗ es la coleccio´n de abiertos no vac´ıos de X. Otro ejem-
plo que motiva esta segunda generalizacio´n lo constituye la nocio´n
cla´sica de variedad, que corresponder´ıa entonces a la τ∗–Rn–se-
mejanza. En la Parte II de este trabajo se exploran un poco este
tipo de generalizaciones.
4. El complemento del compactado de Stone–C˘ech de un espacio topolo´gico,
con respecto al cubo donde se sumerge, es autosemejante. En efecto:
dado un espacio de Tı´jonov, se construye su compactado de Stone–
C˘ech como sigue: si C∗(X) denota el conjunto de las funciones de
dominio X y valor real que son continuas y acotadas, sea para cada
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f ∈ C∗(X), If un intervalo cerrado y acotado que contiene el recor-
rido de f . Sea e : X −→ ∏f If la funcio´n evaluacio´n definida por
e(x)(f) =: f(x). Entonces el compactado de Stone–C˘ech de X es la
clausura β(X) = e(x). Puesto que cada intervalo If es autosemejante,
entonces el producto
∏
f If es autosemejante (Proposicio´n 2.1, (vi));
claramente
∏
f If −β(X) es abierto en el producto, luego es semiabierto
y se tiene el resultado (Proposicio´n 2.1, (v)).
5. Siguiendo la misma idea de la observacio´n 2.2, parte 2, pero tomando
ahora todos los filtros sobre un conjunto, se obtiene otra forma de con-
struir espacios autosemejantes: si X es un conjunto y
F(X) = { F | F es filtro sobre X },
entonces la familia
B = { FA | A ⊆ X },
donde FA = { F ∈ F(X) | A ∈ F } , es base para una topolog´ıa T0 sobre
F(X) tal que el subespacio
F′ = { F ∈ F(X) | |F | = |X|, ∀F ∈ F }
es autosemejante. Adema´s, se puede probar que si X es dotado con una
topolog´ıa tal que todo abierto no vac´ıo de X tiene el mismo cardinal que
X, entonces
a) la funcio´n V : X −→ F′ que a cada x ∈ X le asocia su filtro de
vecindades V(x), es continua.
b) Si X es T0 entonces V es un homeomorfismo.
6. Para βN se tiene que
N = { U ∈ βN | U es ultrafiltro principal }
es minimal en la familia de subespacios A de βN tales que βN − A es
autosemejante. Ana´logamente, notando F(N) = F′ ∪ F′′, donde
F′ = { F ∈ F(N) | ∀F ∈ F , F es infinito }
y
F′′ = { F ∈ F(N) | ∃F ∈ F , F finito }
entonces F′′ es minimal en la familia de subespacios A de F(N) tales que
F(N) − A es autosemejante (o equivalentemente, F′ es maximal en la
familia de subespacios autosemejantes de F(N)).
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7. La observacio´n anterior hace pensar que, dado un espacio (X, τ), podr´ıa
ser interesante estudiar las colecciones sa(X) =: coleccio´n de subespacios
autosemejantes de X y cas(X) =: coleccio´n de subespacios de X, de
complemento autosemejante. Esta es una tarea pendiente por realizar.
3 Autosemejanza versus atractor de un SIF, versus
autosemejanza simbo´lica
Se mostrara´n ahora algunas interrelaciones entre los espacios autosemejantes,
los atractores de Sistemas Iterados de Funciones y los espacios autosimilares
simbo´licos, que son cierto tipo de cocientes topolo´gicos del espacio de Cantor.
En particular, de las Proposiciones 3.2 y 3.3 se deduce que la autosemejanza
topolo´gica constituye efectivamente una extensio´n de algunas nociones de au-
tosemejanza me´trica.
En primer lugar se mostrara´ que el espacio de Cantor es autosemejante. Para
esto se usa el llamado Espacio de los Co´digos([3], pa´g. 12): fijo N entero
positivo y notando Σ =: {0, 1, . . . , N − 1}, entonces
ΣN = { x = x1x2 · · · | xi ∈ Σ },
con la me´trica d definida por
d(x1x2 · · · , y1y2 · · · ) =:
∞∑
i=1
|xi − yi|
(N + 1)i
,
es un espacio me´trico (llamado el Espacio de los Co´digos) homeomorfo al
espacio de Cantor C. Adema´s:
i) si k es un entero positivo fijo y x ∈ ΣN, entonces la bola de centro x y
radio 1
(N+1)k
esta´ dada por
B
(
x,
1
(N + 1)k
)
= { y ∈ ΣN | xi = yi, ∀i = 1, . . . k }.
Esta bola se puede denotar tambie´n por [w), el subespacio de todos los
co´digos que empiezan por la “palabra” w = x1x2 · · ·xk.
ii) La familia de las bolas descritas en i) forma una base para la topolog´ıa
de ΣN.
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Proposicio´n 3.1. El espacio de Cantor C es autosemejante.
Demostracio´n. Por la Proposicio´n 2.1, parte (iv), y como C es homeomorfo
al espacio de los co´digos ΣN, basta demostrar que este u´ltimo es autosemejante.
Sea B
(
x, 1
(N+1)k
)
un abierto ba´sico de ΣN. No es dif´ıcil probar que la funcio´n
h : B
(
x, 1
(N+1)k
)
−→ ΣN definida por h(y1y2 · · · ) =: yk+1yk+2 · · · , es un
homeomorfismo.
La proposicio´n anterior muestra que no se tiene lo rec´ıproco de la parte (vi),
Proposicio´n 2.1.
En la siguiente definicio´n se precisan cuatro tipos distintos de cocientes del
espacio de Cantor. Las nociones (i) y (iv) aparecen en la literatura (ver [11]
y [12]), mientras que las nociones (ii) y (iii) se proponen en este trabajo:
Definicio´n 3.1. Sea X un espacio topolo´gico,
(i) X se dira´ un espacio autosimilar simbo´lico si X es homeomorfo
a un cociente ΣN/ ∼ de Cantor que satisface: ∀x, y ∈ ΣN, ∀i ∈ Σ,
x ∼ y implica ix ∼ iy. A una relacio´n que satisfaga esta propiedad la
llamaremos (como en [10]) una relacio´n de congruencia.
(ii) X se dira´ un espacio de cancelacio´n si X es homeomorfo a un co-
ciente ΣN/ ∼ de Cantor que satisface: ∀x, y ∈ ΣN, ∀i ∈ Σ, ix ∼ iy
implica x ∼ y. A una relacio´n que satisfaga esta propiedad la llamare-
mos cancelativa.
(iii) X se dira´ un espacio cuasiinvariante si X es homeomorfo a un co-
ciente ΣN/ ∼ de Cantor que satisface: ∀x, y ∈ ΣN, ∀i ∈ Σ, x ∼ y si
y solo si ix ∼ iy. A una relacio´n que satisfaga esta propiedad (es decir
que sea simulta´neamente de congruencia y cancelativa) la llamaremos
una relacio´n de invarianza.
(iv) X se dira´ un factor o espacio invariante si X es cuasiinvariante y
de Hausdorff, o equivalentemente si X es cuasiinvariante y ∼ es cerrada
(es decir ∼ es un cerrado del espacio producto ΣN × ΣN)2.
A los factores invariantes los llamaremos tambie´n factores o espacios invari-
antemente autosemejantes; este nombre quedara´ justificado en la proposicio´n
3.3.
2ve´ase [7], Proposicio´n V.3.25.
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Claramente todo espacio invariante es cuasiinvariante, y a su vez todo espacio
cuasiinvariante es autosimilar simbo´lico y de cancelacio´n. Por otra parte, en el
ejemplo 3.8 se muestra que el espacio de Sierpinski es un espacio autosimilar
simbo´lico que no es de cancelacio´n (y por tanto no es invariante, ni cuasiinvari-
ante). En el ejemplo 3.7 se muestra que S1 es un espacio de cancelacio´n que no
es invariante ni cuasiinvariante, y en el ejemplo 3.5 se muestra que el espacio
trivial de dos puntos es un espacio cuasiinvariante que no es invariante. El
siguiente teorema, tomado de [3], permitira´ concluir que todo atractor de un
SIF es un cociente del espacio de Cantor, y se usara´ adema´s en la demostracio´n
de la Proposicio´n 3.2.
Teorema 3.1. Sea (X, d) un espacio me´trico completo. Sea {X; w1, . . . , wN}
un SIF. Sean A el atractor del SIF y ΣN el espacio de co´digos asociado al SIF
(es decir con Σ = {1, . . . , N}). Para cada co´digo σ = σ1σ2 · · · y cada x ∈ X,
sea
Φ(σ) =: lim
n→∞wσ1 ◦ · · · ◦ wσn(x).
Entonces Φ(σ) siempre existe, pertenece a A y es independiente de x. La
funcio´n Φ : ΣN −→ A es continua y sobre.
Puesto que ΣN es compacto y A es Hausdorff, entonces Φ es (adema´s de
continua y sobre) cerrada, lo cual permite concluir (ver [19], Teorema 9.2) el
siguiente corolario:
Corolario 3.1. El atractor de un SIF es un cociente topolo´gico del espacio de
Cantor.
Observacio´n 3.1. Un teorema muy conocido (ver [19], Teorema 30.7) afirma
que todo espacio me´trico compacto es una imagen continua del espacio de
Cantor; lo cual, teniendo en cuenta que todo espacio me´trico es de Hausdorff,
permite concluir que todo espacio me´trico compacto es un cociente del espacio
de Cantor. As´ı se obtendr´ıa una prueba ma´s directa del corolario anterior.
Sin embargo se muestra expl´ıcitamente la funcio´n Φ, debido a que se usara´ en
la demostracio´n de la siguiente proposicio´n.
Proposicio´n 3.2. El atractor de un SIF es un espacio autosimilar simbo´lico.
Adema´s, si las contracciones del SIF son inyectivas entonces el atractor es un
factor invariante.
Demostracio´n. Sean A el atractor de un SIF {X;w1, . . . , wN}, ΣN el espacio
de co´digos asociado al SIF y Φ : ΣN −→ A la funcio´n definida en el teorema
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A. Entonces A ' ΣN/ ∼, donde la relacio´n ∼ esta´ definida por: x ∼ y si y
solo si Φ(x) = Φ(y). Supo´ngase entonces que x ∼ y y sea i ∈ Σ. Se tiene:
x ∼ y =⇒ Φ(x) = Φ(y)
=⇒ lim
n→∞wx1 ◦ · · · ◦ wxn(p) = limn→∞wy1 ◦ · · · ◦ wyn(p)
=⇒ wi( lim
n→∞wx1 ◦ · · · ◦ wxn(p)) = wi( limn→∞wy1 ◦ · · · ◦ wyn(p))
=⇒ lim
n→∞wi ◦ wx1 ◦ · · · ◦ wxn(p) = limn→∞wi ◦ wy1 ◦ · · · ◦ wyn(p)
=⇒ Φ(ix) = Φ(iy)
=⇒ ix ∼ iy.
Ahora, si las contracciones son inyectivas, entonces cada una de las implica-
ciones anteriores es reversible. Obse´rvese adema´s que A es de Hausdorff por
ser un espacio me´trico.
Existen espacios autosimilares simbo´licos que no son atractores de SIF’s, y
tampoco son autosemejantes como el espacio de Sierpinski (ver ejemplo 3.8).
En el siguiente resultado se establecen condiciones suficientes para que un
espacio autosimilar simbo´lico resulte autosemejante. Se recuerda que Σ es un
espacio finito discreto y Σ∗ denotara´ el conjunto de todas las palabras finitas
sobre el alfabeto Σ.
Proposicio´n 3.3. Todo factor invariante es autosemejante.
Demostracio´n. Sea X un factor invariante, es decir X ' ΣN/ ∼, donde
ΣN/ ∼ es de Hausdorff y ∀x, y ∈ ΣN, ∀i ∈ Σ, x ∼ y si y solo si ix ∼ iy. Sean
O un abierto no vac´ıo de ΣN/ ∼ y j : ΣN −→ ΣN/ ∼ la funcio´n de cociente.
Entonces j−1(O) es un abierto no vac´ıo de ΣN, y por la autosemejanza de este
u´ltimo sabemos que existe una palabra w ∈ Σ∗ tal que el subespacio [w) de
todos los co´digos que empiezan por la palabra w esta´ contenido en j−1(O)
y es homeomorfo a ΣN bajo el homeomorfismo h : ΣN −→ [w) definido por
h(x) =: wx. Se tiene que j([w)) ⊆ O, luego basta mostrar que j([w)) ' ΣN/ ∼.
Sea h˜ : ΣN/ ∼ −→ j([w)) definida por h˜([x]) =: [h(x)]. Por las propiedades que
cumple la relacio´n ∼, h˜ queda bien definida y resulta inyectiva. Claramente
h˜ es sobreyectiva y si j| denota la restriccio´n de j a [w) entonces se verifica
fa´cilmente que j|h = h˜j, con lo cual h˜j es continua (pues j| y h lo son). Puesto
que j es una funcio´n de cociente, entonces h˜ es continua ([19], Teorema 9.4).
Finalmente como ΣN/ ∼ es compacto y j([w)) es de Hausdorff, se concluye
que h˜ es un homeomorfismo.
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Aunque el resultado que presentamos en el siguiente corolario aparece para
un caso un poco ma´s general en [5] (Teorema 3.4.), aqu´ı lo obtenemos como
consecuencia directa de las proposiciones 3.2 y 3.3, cuyas demostraciones son
distintas de la que se hace en [5], y adema´s, la demostracio´n de la proposicio´n
3.3 se puede generalizar fa´cilmente en otro sentido para otro cierto tipo de
cocientes, como lo hacemos en las proposiciones 3.5 y 3.6.
Corolario 3.2. El atractor de un SIF cuyas contracciones son inyectivas, es
autosemejante.
Demostracio´n. Como ya se comento´ es consecuencia directa de las proposi-
ciones 3.2 y 3.3.
El siguiente ejemplo muestra la importancia de exigir inyectividad en las con-
tracciones del SIF.
Ejemplo 3.1. Al considerar el SIF: { R; w1(x) = 13x, w2(x) = 1 }, su atrac-
tor es A = { (13)n | n = 0, 1, . . . }∪{0}, el cual claramente no es autosemejante
segu´n la propiedad (iii) de la Proposicio´n 2.1.
Sin embargo, los ejemplos cla´sicos de los llamados conjuntos de tipo fractal se
pueden obtener mediante contracciones inyectivas, con lo cual tambie´n resul-
tan ser autosemejantes en nuestro sentido topolo´gico
Ejemplo 3.2. En el plano complejo el atractor del SIF{
C; w1(z) =
1
2
z, w2(z) =
1
2
z +
1
2
, w3(z) =
1
2
z +
1
2
i
}
es el llamado Tria´ngulo de Sierpinski, y claramente corresponde a un SIF
con contracciones inyectivas en C, por lo cual es autosemejante.
Ejemplo 3.3. La curva de Koch es el atractor del SIF{
C; w1(z) =
1
3
z, w2(z) =
1
3
zei
pi
3 +
1
3
,
w3(z) =
1
3
ze−i
pi
3 +
1
2
+
√
3
6
i, w4(z) =
1
3
z +
2
3
}
,
luego es autosemejante topolo´gicamente.
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Ejemplo 3.4. En el plano complejo el atractor del SIF{
C; w1(z) =
1
3
z, w2(z) =
1
3
z +
1
3
, w3(z) =
1
3
z +
2
3
,
w4(z) =
1
3
z +
2
3
+
1
3
i , w5(z) =
1
3
z +
2
3
+
2
3
i, w6(z) =
1
3
z +
1
3
+
2
3
i,
w7(z) =
1
3
z +
1
3
i, w8(z) =
1
3
z +
2
3
i
}
se llama la carpeta de Sierpinski, y claramente corresponde a un SIF con
contracciones inyectivas en C, por lo cual es autosemejante.
La proposicio´n 3.3 establece que para que un cociente del espacio de Cantor
sea autosemejante, es suficiente que sea de Hausdorff y cuasiinvariante. Es-
tas condiciones no son necesarias, como lo prueban los ejemplos 3.5 (espacio
trivial de dos puntos) y 3.12 (abanico armo´nico autosemejante); el primero es
autosemejante y cuasiinvariante pero no es Hausdorff, mientras que el segundo
es autosemejante y de Hausdorff pero no cuasiinvariante.
En el siguiente resultado se establece una condicio´n necesaria para que un
espacio sea de cancelacio´n,
Proposicio´n 3.4. Si X es un espacio de cancelacio´n y tiene al menos dos
puntos, entonces es perfecto.
Demostracio´n. X es homeomorfo a un cociente ΣN/ ∼ de Cantor que
satisface: ix ∼ iy implica x ∼ y, ∀x, y ∈ ΣN, ∀i ∈ Σ. Supongamos que X no
es perfecto. Entonces ΣN/ ∼ tampoco es perfecto. Sean p un punto aislado
de ΣN/ ∼, q 6= p y j : ΣN −→ ΣN/ ∼ la funcio´n de cociente. Como {p} es
abierto, j−1(p) es un abierto no vac´ıo de ΣN, luego existe una palabra w ∈ Σ∗
tal que [w) ⊆ j−1(p). Sea x ∈ j−1(q) y conside´rense los co´digos w (w denota el
co´digo www . . . ) y wx, que claramente pertenecen a [w) y por tanto a j−1(p).
Entonces w ∼ wx, lo cual implica, por ser ∼ cancelativa, que w ∼ x; pero esto
es imposible, porque implicar´ıa a su vez que p = q.
A continuacio´n se presentan varios ejemplos que ilustran los conceptos plantea-
dos.
Ejemplo 3.5. To´mese Σ = {0, 1} y definase la relacio´n ∼ por
x ∼ y ⇐⇒ (x, y ∈ C =: {w0 | w ∈ Σ♦} ∪ {w1 | w ∈ Σ♦}) ∨ (x, y /∈ C),
donde Σ♦ = Σ∗ ∪ {λ}, λ la palabra sin letras. El conjunto C no es cerrado,
(por ejemplo 101, 10101, 1010101, . . . es una sucesio´n de elementos de C cuyo
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l´ımite 10 no esta´ en C), ni lo es tampoco su complemento C ′ = ΣN − C (por
ejemplo 101, 1101, 11101, . . . es una sucesio´n de elementos de C ′ cuyo l´ımite
1 no esta´ en C ′); por lo tanto, ni C ni C ′ son abiertos, de tal manera que el
cociente obtenido ΣN/ ∼ es el espacio trivial de dos puntos ({a, b}, {∅, {a, b}}).
No es dif´ıcil verificar que ∼ es de congruencia y cancelativa. Claramente el
espacio trivial de dos puntos es autosemejante pero no es de Hausdorff, luego
este espacio es autosimilar simbo´lico, de cancelacio´n y cuasiinvariante pero
no invariante.
Ejemplo 3.6. En {0, 1}N def´ınase la relacio´n ∼ por
x ∼ y ⇐⇒ (x = y) ∨ (x, y ∈ { w01, w10 }, w ∈ Σ♦).
El espacio cociente que se obtiene es un intervalo cerrado (ve´ase [2], ejem-
plo 3), digamos I = [0, 1]; ∼ es cerrada, de congruencia y cancelativa, as´ı I
es invariantemente autosemejante.
Ejemplo 3.7. En {0, 1}N def´ınase la relacio´n ∼ por
x ∼ y ⇐⇒ (x = y) ∨ (x, y ∈ { w01, w10 }, w ∈ Σ♦ ) ∨ (x, y ∈ {0, 1}).
El espacio cociente que se obtiene es la circunferencia S1, pues al identificar los
co´digos w01 y w10, para cada palabra w ∈ Σ♦ se obtiene (como en el ejemplo
anterior) un intervalo cerrado, y al identificar 0 con 1 se esta´n identificando
los extremos del intervalo de tal manera que en total se obtiene S1.
La relacio´n ∼ definida no es de congruencia: 0 ∼ 1 y 00  01; pero s´ı es
cancelativa: si ix ∼ iy entonces (ix = iy)∨ (ix, iy ∈ { w01, w10 }, w ∈ Σ∗ ),
y en cualquiera de los dos casos, al “cancelar” la i se cumple x ∼ y. Por
otra parte, en [1] (respondiendo a dos preguntas formuladas por nosotros en el
“Topology Atlas”, seccio´n Questions in Topology, en la direccio´n electro´nica
http://www.unipissing.ca/topology/q/a/a/a/08.htm), F. G. Arenas y M.
A. Sa´nchez prueban que S1 es un espacio autosimilar simbo´lico. Claramente
S1 es de Hausdorff y no es autosemejante; por tanto, y en virtud de la proposico´n
3.3, S1 no es invariantemente autosemejante.
Ejemplo 3.8. El espacio de Sierpinski S = ({a, b}, {∅, {a}, {a, b}}) se puede
obtener como un cociente de {0, 1}N mediante la relacio´n: x ∼ y ⇐⇒ (x =
y = 0)∨(x 6= 0 ∧ y 6= 0). Esta relacio´n es de congruencia (pues en cualquiera
de los dos casos: (x = y = 0) ∨ (x 6= 0 ∧ y 6= 0), se tiene que los co´digos ix e
iy sera´n ambos iguales a 0 o´ ambos distintos de 0) y no es cancelativa (pues
por ejemplo 10 ∼ 101 pero 0  01). En realidad, y como consecuencia de
la proposicio´n 3.4, se puede asegurar que no existe una relacio´n cancelativa
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que genere el espacio de Sierpinski. En resumen, el espacio de Sierpinski
es autosimilar simbo´lico, no es de cancelacio´n, ni cuasiinvariante, no es de
Hausdorff, ni es autosemejante.
Ejemplo 3.9. Una sucesio´n convergente (de nu´meros reales) junto con su
punto l´ımite, se puede obtener como un cociente de {0, 1}N mediante la relacio´n:
x ∼ y ⇐⇒ existe k ∈ N tal que xk = yk = 0 y xi = yi = 1 para todo i < k
(es decir, dos co´digos se identifican si y solo si tienen el mismo nu´mero de
“unos” antes del primer cero). El cociente obtenido es de Hausdorff y no es
autosemejante. No es dif´ıcil verificar que ∼ es de congruencia (luego es au-
tosimilar simbo´lico) y no es cancelativa. Ana´logamente al ejemplo anterior,
la proposicio´n 3.4 garantiza que este espacio no es de cancelacio´n, por tanto
tampoco es invariantemente autosemejante, ni cuasiinvariante.
Ejemplo 3.10. Todos los ejemplos vistos hasta ahora son espacios autosimi-
lares simbo´licos; ¿es todo cociente de Cantor un espacio autosimilar simbo´lico?
En una comunicacio´n personal, via correo electro´nico, F. G. Arenas y M. A.
Sa´nchez amablemente nos respondieron que la respuesta a esta pregunta es
no: de [11], Teorema 1, y su corolario se deduce fa´cilmente que un espacio
autosimilar simbo´lico es conexo si y solo si es localmente conexo; por lo tanto,
cualquier espacio me´trico compacto, conexo y no localmente conexo, como por
ejemplo la curva “seno del topo´logo”,
S = { (x, 0) | x ≤ 0 } ∪
{ (
x, sen
1
x
)
| x > 0
}
,
es un cociente del espacio de Cantor pero no es un espacio autosimilar simbo´lico.
Ejemplo 3.11. X = [0, 1] ∪ {2} es tambie´n un cociente de Haussdorff de
Cantor, que no es un espacio autosimilar simbo´lico, pues X es localmente
conexo y no conexo. X tampoco es de cancelacio´n, dado que no es perfecto y
por la misma razo´n no es autosemejante. El siguiente ejemplo es otro espacio
que no es autosimilar simbo´lico, pero s´ı es autosemejante.
Ejemplo 3.12 (tomado de [5]). Sea an = ( 1n , 0) para n ∈ {1, 2, . . .} y sea
a0 = (0, 0). Sea In el segmento de recta con extremos an y t, donde t = (0, 1) y
n ∈ {0, 1, . . .}. Sea X1 =:
⋃∞
i=0 In el llamado abanico armo´nico (el cono sobre
una sucesio´n armo´nica). Para cada n ∈ {1, 2, . . .} sea tn el punto medio del
arco tan; se “pega” ahora un abanico armo´nico con cima tn y con “arco l´ımite”
tnan. Ana´logamente se pega un abanico armo´nico con cima t y el arco ttn como
arco l´ımite. Se obtiene as´ı un segundo continuo X2. Para el siguiente paso se
divide cada arco maximal libre (es decir que no es arco l´ımite) de X2 en dos
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partes iguales y se pegan abanicos armo´nicos a cada uno de ellos de la misma
manera que se hizo en el paso anterior. Entonces se define X =: cl(
⋃∞
n=1Xn)
(la clausura de la unio´n de los espacios obtenidos X1, X2, . . .). El espacio
X obtenido es autosemejante (llamaremos a X el abanico armo´nico au-
tosemejante). Claramente X es un cociente de Hausdorff del espacio de
Cantor, pero dado que es conexo y no localmente conexo, entonces no puede
ser autosimilar simbo´lico, y por tanto tampoco puede ser invariantemente au-
tosemejante.
Es importante anotar que existen muchos espacios autosemejantes que no son
atractores de SIF’s, como por ejemplo N con la topolog´ıa de complementos
finitos o´ R con la topolog´ıa usual.
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Figura 1
Teniendo como base lo anterior, se propone el diagrama de la Figura 1, el cual
resume buena parte de lo expuesto hasta el momento. En esta figura se tiene:
1. Espacio trivial de dos puntos (Ejemplo 3.5).
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2. S1 (Ejemplo 3.7).
3. Espacio de Sierpinski (Ejemplo 3.8).
4. Sucesio´n convergente con su punto l´ımite (Ejemplo 3.9).
5. R es autosemejante pero no es cociente de Cantor, porque no es com-
pacto. Otro ejemplo lo constituye βN − N, que tampoco puede ser un
cociente de Cantor puesto que |βN−N| = |βN| = 2c, el cual es estricta-
mente mayor que c, el cardinal del espacio de Cantor.
6. X = [0, 1] ∪ {2} (Ejemplo 3.11).
7. Abanico armo´nico autosemejante (Ejemplo 3.12).
La proposicio´n 3.3 se puede generalizar como sigue:
Proposicio´n 3.5. Sea X un espacio topolo´gico y X/ ∼ un cociente de X tal
que:
(i) X/ ∼ es compacto de Hausdorff;
(ii) Para todo O abierto no vac´ıo de X existen X ′ ⊆ O y f : X −→ X ′
continua y sobre tal que: x ∼ y ⇐⇒ f(x) ∼ f(y), ∀x, y ∈ X; entonces
X/ ∼ es autosemejante.
Demostracio´n. Si O es un abierto no vac´ıo de X/ ∼ y j : X −→ X/ ∼
es la funcio´n de cociente, entonces j−1(O) es un abierto no vac´ıo de X. Sean
X ′ ⊆ j−1(O) y f : X −→ X ′ con las caracter´ısticas descritas en (ii). Se
puede demostrar, ana´logamente a como se hizo para la proposicio´n 3.3, que la
funcio´n f˜ : X/ ∼ −→ j(X ′) definida por f˜([x]) =: [f(x)] es un homeomorfismo.
Ejemplo 3.13. En R2 to´mese X =: {(x, y) | 0 < x, y < 1} ∪ {(0, 0), (1, 1)} e
identif´ıquense los puntos que esta´n sobre la misma vertical, es decir: (x, y) ∼
(x′, y′) ⇐⇒ x = x′. Entonces se satisfacen las condiciones (i) y (ii). El
cociente X/ ∼ que se obtiene es un intervalo cerrado.
Para finalizar esta seccio´n veamos otro ejemplo de la proposicio´n 3.5, pero que
a su vez constituye una generalizacio´n de la proposicio´n 3.3.
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Proposicio´n 3.6. Sea X compacto de Hausdorff y ∼ una relacio´n de equiva-
lencia en el espacio producto XN, cerrada y que adema´s satisface ∀x, y ∈ XN,
∀i ∈ X, x ∼ y si y solo si ix ∼ iy. Entonces el cociente XN/ ∼ es autoseme-
jante.
Demostracio´n. Como X es compacto de Hausdorff entonces XN es com-
pacto de Hausdorff y XN/ ∼ es compacto. Como ∼ es cerrada en XN, en-
tonces XN/ ∼ es Hausdorff. Sea O = On1 × · · · × Onk ×XN abierto (ba´sico)
no vac´ıo de XN, (cada Oni es un abierto de X). Sean a = a1a2 · · · ∈ O y
X ′ = {an1}×· · ·×{ank}×XN. Claramente X ′ ⊆ O y la funcio´n f : XN −→ X ′
definida por f(x) =: an1 · · · ankx1x2 · · · (donde x = x1x2 · · · ) es continua y so-
bre. Adema´s para cualesquier x, y ∈ XN se tiene que
x ∼ y ⇐⇒ an1 · · · ankx ∼ an1 · · · anky
⇐⇒ f(x) ∼ f(y).
Basta entonces aplicar la proposicio´n 3.3.
Observacio´n 3.2. No´tese que los cocientes descritos en la proposicio´n ante-
rior, constituyen una ampliacio´n de la familia de los espacios invariantemente
autosemejantes.
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